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DINAMIK (3.hafta)

EGRISEL HAREKET-2: Kutupsal /Polar
Koordinatlar (r,0)

Sekildeki gibi dénen bir gubuk iizerinde ilerleyen bilezik
hem donme hareketi hemde merkezden uzaklagma
hareketi yapar. Bu durumda hereket merkezden
uzaklagsma (r) ve doénmenin (0) degisimi olarak ifade
edilebilir. Buna gore koordinat sistemimiz polar
(kutupsal) koordinat sistemi (r,0) olacaktir. Eger yarigap1
sabit tutarsak degisim sadece 6 dogrultusunda olursa ve
bu durumda hareket dairsel harekete déniisiir. Onceki her
iki hareket i¢in bir de dikey yonde (z) hareket eklenirse o
zaman harket silindirik koordinatlar sistemi (r,0,z)
iizerinde olacaktir. Burada formiillerde ¢ok az degisimle
iic tane hareketi incelemis olacagiz. Dairesel hareket (),
Polar hareket (r,0) ve Silindirik hareket (r,0,2).

A-Polar Koordinatlarda (r,0) Hareket
Denkemleri

Konum denklemi

Herhangi bir anda partikiiliin konumu 7 vektorii ile ifade
edilir. Bu vektorii birim vektor cinsinden yazarsak
vektorel konum denklemi # = rii, olur. Burada ,-ve g
eksenler tlizerindeki birim vektorlerdir.
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Buna gore konum denklemiz r ekseni iizerinde vektorel
olarak asagidaki sekilde ifade edilir.
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¥ =r1U,

Eger orijin iizerinde x ve y ekseni var ise ve buraya gore
konumu ifade edeceksek yine vektorel olarak

7 =71cosO T+ rcosfJ

Vektorleri skalere donistiirdiigiimiizde hem boyunu
hemde agisinini ifade etmeliyiz. Buna gére 7 vektdriiniin
boyu ve agis1 agagidaki sekilde olur.

rsing

r = +/(rcos)? + (rcos@)?, 6 = Arctan(

)
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Hiz denklemi

Partikiilin hizi1 konum denkleminin zamana gore tiirevi
almarak bulunur. Tiirev alirken hangi biiyiikliiklerin
degisken, hangilerinin sabit olduguna dikkat edilmelidir.
Konum denklemindeki (r,1,) ifadelerinin her ikisi de
degiskendir. Dikkat edilirse u, vektdriiniin boyu 1
birimdir ve degismemektedir fakat vektoriin iginde ag1 da
bulunmaktadir ve acgis1 degigsmektedir. Bu nedenle
degiskendir. r skaler boyu =zaten hareket siiresince
degismektedir. Bu durumda degiskendir. Bu durumda
elde edilen denklem hiz denklemi olacaktir. Hiz
denklemini bulalim.

&F

olur. Hatirlatma:a sabit u ve v her ikiside olursa ¢arpimin
tirevi Once birinincinin tiirevi ¢arpr yanindaki arti
ikincinin tlirevi ¢arpt yanindaki seklinde ifade edilerek
yazilir. Sabit ise katsay1 olarak ¢arpilir.

auwv=a(ltv+uv)

Buna gore # = ril,. denkleminde r boyu degisken ve U,
birim vektorii igindeki agida degiskendir. Bu nedenle
carpim halindeki 7, bu iki degiskenin tiirevi 7%, + i,
olarak ¢ikar.

Tekrar basa donersek & = 77, + rii, denklemi tam olarak
kullanabilecegimiz bir hiz denklemi degildir. Ciinkii
icerisindeki ﬁr ifadesi birim vektdriin tiirevi seklindedir.
Bu tiirevden kurtulmamiz lazim.
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Partikill yoriinge iizerinde hareket ederken At kadar
zaman sonra konumu r' vektdrii olur. i, birim vektorii
U’ ve a1 degisimi A olur.

Birim vektorlerin boyu yine 1 birim kalacagindan ortaya
cikan yeni U', vektorii, i, vektorii ile bu vektordeki
degisimi gosteren A1, vektdrlerinin toplami olacaktir.

uy

Buna gore;

U, =1, + Al,
olur. Burada A, vektorii kiigiik agilarda (gergekte yay
seklinde fakat diiz kabul ediyoruz) A@ ye yani aradaki
acginin radyan cinsinden direk degerine esittir.

! =

Al
A0 "
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A%, = 1.6 olur. Fakat Au, bir vektér olmasi nedeniyle
yoniinii kaybetmemesi gerekir. Bu vektoriin yonii g
birim vektori ile aym yonde oldugu igin bu vektorle
carparak gostermeliyiz. Yani daha dogru olarak

Aﬁr = A6. ﬂe

olur. (ispat: yarigap1 5 birim olan bir dairenin iizerindeki
10 dereceyi goren yaymn uzunlugu 2.7.5.(10/360)=0,8725
birim ¢ikar. Diger hesapla yapalim. Aradaki a¢1 10°
olduguna goére bu ag1 radyan olarak 2. 7.10/360=0,1745
radyan olur. Yaricapla carparsak 0,8725 birim olur.
Derece 10 derece olmasina ragmen yine ayni deger
¢ikmustir.)

Tekrar ana denklemde kaldigimiz yerden devam edelim.
Buradaki fir ifadesi ne demektir? Bu ifade u, birim
vektoriiniin zamana gore tlirevi demektir. Tirev ise
fonksiyonun {izerinde alman dar bir kesitte olusan
iicgenin kargi kenarmin komsu kenara boliimii olarak
ifade edilir. Eger At ifadesi sonsuza kadar kiigiiltiiliirse
(yani limiti alinirsa) bu sefer A gosterimleri differansiyel
dedigimiz d ile gosterdigimiz, tlirev integral gibi
islemlerde gordiiglimiiz ifadelere doniigiir. Buna gore;

Aur
A N
f
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L AT MG A6, MY
u, =—= Illm = lim = Iim —u
T T At a0 At A0 At At—0 At
de _, T
U, = EU.Q =>u, = 0uy

olur. Buna goére hiz denklemimiz icindeki tiirevli vektor
ifadesinden kurtulabiliriz.

U =1, + 1,
73=Tﬂr+1"9ﬁ9
v, =T, Vg =70

Hiz vektoriinii skalere ¢evirelim (boy ve agisint bulalim).
Agisini r eksenine gore bulsak yeterli olur.

v= |2+ (.62, ¢= Arctan(g)

ivme denklemi

Hiz denkleminin bir kez daha tiirev alinmasi ivme
denklemini verecektir. Yine ayni sekilde tiirev alabilmek
icin hiz denkleminde hangi biiyiikliklerin degistigini
bilmeliyiz. Hareketi dikkatli bir sekilde inceleyecek
olursak hiz denklemindeki (7,%,,7,6,1,) tim ifadeler
degiskendir. Buna gore ivme denklemi su sekilde bulunur.

U = 71U, + rt,

v . N §
E:U: a = 7u, + 17U, + 170Uy + rfig + rbiy
Bu denklemde bulunan iki tane tiirevli birim vektor
(ﬁ’r, ﬁg) denklemin kullanimimi engellemektedir. Bu

ifadeleri tiirevden kurtaralim. ﬁ’r ifadesinin esitini hiz
basglig1 altinda bulmustuk.

l.l.r = 911.9
Simdi ise ﬁg ifadesinin karsiligim1 bulalim. Tiirevden
kurtaralim.

Partikiil At kadar zaman sonra r  konumundan r’
konumuna geldiginde U, birim vektori de U, ye
doniisecektir.
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1_1’9 = ﬁg + Aﬂg

Burada Aty vektorii kiigiik agilarda (gergekte yay
seklinde fakat diiz kabul ediyoruz) radyan cinsinden A6
acist ile yaricapmn garpimina esittir. Yarigapin yerinde
olan vektdriin boyu bir oldugu igin etkisizdir. Dolayzisi ile
Aty vektdriiniin boyu (gercekte yaydir)

Aliy = 1.A0 olur fakat vektdér oldugu igin ydniiniide
gosteren bir ifadeye ihtiyag vardir. Yonii -u, vektorii
yoniinde oldugu i¢in onunlada carpariz.

Nig = —A6 T,

ﬁg seklindeki birim vektorii tlirevi bu durumda ne

olacaktir.
. _Z@’_l, Mg —AOT  —A6
Yo = At T atob At AS0 At atsb Ar 4T
= de — = s
Ug = = Ur => Uy = —0u,

olur. Buna gore ivme denklemimiz igindeki tiirevli vektor
ifadelerinden kurtulmus oluruz.

@ = ¥, + 7, + 701U, + 01y + roi,
C_i = rﬁr + T'Qﬁg + T'Qﬁg + Téag - Téz'ljr
Seklinde ivme denklemini elde etmis olurz. Bu denklemin

icinde r ve 0 yonlerinde iki ivme vardir. Bu bilesenler
cinsinden yazarsak

d=(F—-r8%)u,. + (rf + 210)u,
Buradan ivmenin bilesenleri skaler degerleri (vektorlerin
boylar1)

a, = (¥—162) , ag=(rf+270)

Seklinde ¢ikar. Bileske vektdr yani d skaler degerleri
(vektoriin i¢inde skaler olarak bir boy birde ac1 ¢ikar);

a= (107 + (i + 256

0 + 270
¢ = Arctan(———
7 — 16?2

olur.

B-Silindirik Koordinatlarda Hareket
Denklemleri

Buraya kadar buldugumuz hareket denklemleri (konum,
hiz, ivme) polar koordinatlar iizerindeki (r,0) hareketleri
temsil etmektedir. Yani bir merkez etrafinda hem do6nen,
hemde merkezden uzaklagan bir hareket i¢in ¢6ziim verir.
Bu hareket {izerine aym1 zamanda yerden yukari yada
asagiya dogru bir hareket eklersek (yani z yoniinde) bu
durumda ¢ eksende hareket gerceklesir ve hareketin
tipina bakarsak silindirik koordinatlar1 temsil etmis olur.
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Bu harekette z ekseni iizerindeki birim vektoriin hareket
siresince  durusuna  dikkat edersek agist  hig
degismemektedir (hep dikey olarak kalmaktadir).
Vektoriin - boyunun 1 olmast ve agisininda hig
degismemesi tiirev o eksendeki tiirevlerin i¢inden agiya
ait bir tlirevlerin ¢ikmamasina ve sadece vektoriin boyunu
ifade tiirevlerin ¢ikmasina sebep olacaktir. Yeni durumda
merkezden partikiile uzanan vektorii 7, ile gosterelim.
Buna gore silindirik koordinatlardaki denklemleri
yazarsak

rp=r+z

Birim vektor cinsinden konum denklemi;
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T, = ri, + ZU,

Olur. Bir kez tiirevini alirsak hiz denklemini buluruz.

U =1, + 10Uy + ZU,

Olur. Hiz denklemini bir kez tlirev alirsak ivme
denklemin bulmus oluruz. Aradaki islemleri yukarida
yapmistik. Sadece z eksenindeki ivme eklenmis olacaktir.

a=(F-r0%)u, + (r6 + 270)tg + Z U,

C-Dairesel Hareket Denklemleri

Polar hareket yaparken partiikiil r ekseni dogrultusunda
disar1 ve igeri dogru hareket etmese yani sabir yarigap ile
merkez etrafinda donse polar koordinat formiillerimizdeki
r nin birinci ve ikinci tlrevleri (hiz ve ivmeler) sifir
olacaktir. Bunlart sifir olarak aldigimizda ortaya ¢ikan
yeni denklemler dairesel hareketin denklemleri olmus
olacaktir .Buna gore dairesel hareket formiilleri su sekilde
olur.

uy r
\ /
> u,
0

0 ]

Partikiiliin konum denklemi;

5 -
¥ =TU,

Bir kez tiirevini alirsak hiz denklemini buluruz. Tirev
alirken r skaler boyunun sabit oldugu, u, vektoriiniin boyu
1 ama agisinin degistigini unutmayalim. Buna hiz
denklemi;

1_7) = Téﬁg
Bu c¢evresel hiz olur. Daireye doniis yoniinde teget hiz
olur ve skaler biiyiikliigi

17=T'9

Olacaktir. Bu denklem fizik derslerinden daha ¢ok
v = rw bildigimiz denklemdir.

Hiz denklemini bir kez daha tiirev alirsak ivme
denklemini buluruz. Dikkat edersek 7, # ifadelerinin
oldugu yerler sifirland1 (r dogrultusunda degisim olmadig1
i¢in hiz ve ivmeler sifirdir).

i = (—ré2)i, + (ro)i,
Bu ivme denkleminden bilesenlere baktigimizda merkeze

dogru merkezcil ivme (a,) ve tegetsel ivme (ay) su
sekilde ¢ikar.

a, =-16% ay= 10

Bu denklemleri biz fizik derslerinden daha ¢ok

Olarak biliriz. Ayni1 denklemler oldugunu gérebiliriz.
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COZUMLU PROBLEMLER
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12-139. A car is traveling along the circular curve of
radius r = 300 ft. At the instant shown, its angular rate
of rotation is 6=04 rad/s, which is increasing at the rate

of 8= 0.2 rad/s>. Determine the magnitudes of the car’s b=04rads =300 .
Sﬂ i i

velocity and acceleration at this instant, 9=02radis?

Velocity : Applying Eq.12-125, we have
v,=F=0 v,=rf=300(0.4) =120 ft/s

Thus, the magnitude of the velocity of the car is

v =y/vi+02 = /02 +120% = 120 ft/s Ans
Acceleration ; Applying Eq.12 - 29, we have
a= i-rg? Il}—300(0.41) = -48.0 fi/s’
ag = ri+ 276 = 300(0.2) +2(0) (0.4) = 60.0 fus’
Thus, the magnitude of the acceleration of the car is
a=Ja2+al=(-48.0)°+60.2 =76.8fts'  Ans
*12-152. At the instant shown, the watersprinkler is

rotating with an angular speed 8 = 2rad/s and an re=02
angular acceleration 8 = 3 rad/s%. If the nozzle lies in

the vertical plane and water is flowing through it at a r=3 o2
constant rate of 3 m/s, determine the magnitudes of 0 8=3
the velocity and acceleration of a water particle as it T

exits the open end, r = 02 m. ir v, =3

v’ -0‘2(2) = 0.‘

v = {(3) + (04)? = 3.03 m/s Ans

g = 0 - (02)(2)° = -080 m/s’
a = 0.2(3) + 23)(2) = 126 m/s®

a = {(-080)% + (12.6)? = 126 /s Ans




