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MEKANIZMA TEKNIGI (4. HAFTA)

KONUM ANALIZi-(Konum denklemi ve Konum Tablosu)

Bir mekanizmay1 mafsal ve mesnet noktalarindan parcalara ayirdigimizda her bir uzvu vektérel konum denklemi
ile gosterebiliriz. Bu durumda eger mekanizma Uzerindeki vektorel déngl kapali bir poligon olusturuyorsa bu
vektorlerin toplami sifir olacaktir. Buradan tiretilecek denklemlerle mekanizmanin tim uzuvlarinin konumlari
(her bir uzvun boy ve agisi) bulunabilir. Bitiin bu islemleri yine vektér matematigini kullanarak ¢ézecegiz. Bu
islemler sonucunda hedefimiz mekanizma Uzerindeki tim boy ve agilari Konum Tablosu igerisine yazip
gostermektir.

Ornek:

Sekildeki mekanizmanin 2 numarali uzvu sabit 15 rd/s hizla dénmektedir. Fotografin cekildigi esnada
mekanizmayi déndiiren kolun agisi x den itibaren 60° olarak dl¢ilmstir. Diger kollarin boylari bilindigine gére 3
ve 4 numarali cubuklarin agisi nedir? Sistemin konum denklemini ¢ikariniz. Tum uzuvlarin konum degerlerini
(boy ve acilarini) konum tablosunda gosteriniz.

Cozim:

Mekanizma Uzerindeki mafsal ve mesnet noktalarindan ayrilan her uzvu bir konum vektori olarak gosterebiliriz.
Bu vektorlerin yonlerini ayni yone bakacak sekilde kapali bir dongi haline getirirsek vektorel toplamlari sifir
olacaktir.

Vektorel poligonu isimlendirirken sabit olan sase "1" numara ile isimlendirilir. Her vektorin acisi gosterilirken,
baslangicina x ekseni konur ve saatin tersi yoniinde gosterilir. Tiim agilar ayni yone bakmahdir. Ayrica vektoérlerin
yonleri de ayni ydonde déngu olusturmalidir.

Ayni yone bakan ve kapali dongli olusturan vektorlerin toplaminin sifir oldugunu asagidaki sekilde gorebiliriz.
Vektorleri dikey ve yatay bilesenlere ayridigimizda ayni eksen (izerindeki bilesenlerin toplamlarinin birbirini
gotlirdigini gorebiliriz.
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Konum Analizinde hedefimiz mekanizma Uzerindeki tiim uzuvlarin boy ve acilarini bulmaktir. Buradaki 4 ¢ubuk
mekanizmasini 4 adet vektorle gosterdigimize gore bu vektorlerin boy ve agilari Konum tablosu ile gosterilebilir.
Bu tablo icerisine baslangicta bilinen konum degerlerini ve bulunacak degerleri yazalim.

Konum Tablosu

T T T3 Ty
r (boy) 40 cm 10 cm 30cm 25cm
0 (acl) 180° 60° 0,=? 0,=?

Bu tabloda iki tane bilinmeyen vardir. Bu iki bilinmeyeni vektérel denklemleri kullanarak bulalim. istersek
vektorel denklem yerine geometrik kurallari kullanarak da ¢6zebiliriz. Yada 6lgekli olarak gizersek (elle gizim
yerine AutoCad ve Solidworks gibi programlar kullanarak gizmek kesin sonug verir) bilinmeyen bu degerleri
rahatlikla bulabiliriz. Fakat buldugumuz bu degerler sadece fotografin cekildigi esna icin ¢6ziim verir. Geometrik
yada Cizim yontemi her konum degisiminde yeniden hesaplamayi gerektirir. Oysa mekanizmanin analizi icin
hareketin her konumunu hesaplayabilmek gerekir. Bu durumda Geometrik hesaplama ve Cizim yontemi pratik
olmaz.

Onun yerine Vektorel yontemle bu agilari veren matematiksel denklemler bulunursa ve bunlarda programa
dokiliurse, mekanizmanin her hareketi icin konumlar kolaylikla hesaplanabilir. Bu agidan hesaplamalarda
vektorel denklemleri kullanmak daha énemlidir.

Simdi vektorel yontemle Konum Tablosundaki bilinmeyenleri nasil hesaplayacagimiza bakalim.

Vektorel poligondaki tlim vektérlerin toplami sifir olacaktir (ayni yone bakan ve kapali déngi olusturan
vektorlerin toplami sifirdir).

ntrn+rn+ =0 Bunlari birim vektérler cinsinden yazalim. u(6) birim vektordir.
(Boyu 1 ve agisi 6 dir).

‘rl u@) + rnu0,) + ryu(;) + r,u(8,) = 0‘ Bu denklem Konum denklemi olmus oluyor.
Bilinenleri ve bilinmeyenleri izerinde gosterelim.

rou(0) + rpu(0y) + ryau(@s) + ru(d,) =0 Denklemde iki tane bilinmeyen var.
- e " o i i
s0em180®  10cm 180°  30cm 2 s em Bilinmeyenlerden birini yok etmek igin, yanindaki
birim vektora sifir yapan bir katsayi ile garpalim.
Bu katsayi yine bir birim vektor olacaktir.
Onceki konuda birim vektérlerin

skaler carpip formiillerine bakiniz.

(8y) *{ mu(6) + rpu(6;) + rsu(f3) + 7y ,u(g4) }=0
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K(B,) U yok etmek icin o(B,) ile carpiyoruz.

A h Ciinkii 1(6,) .0(8,) = 0 d.

-J

Skaler birim vektér
11 1(61) 0(64) + 12 4(62) 0(684) + 13 n(03) 3(64) + 14 n(6,) 0(6,4) = 0 carpimlarinin sonucu

—— —— —— —— i
Sin(6y- 64) Sin(6,- 64) Sin(6s- 64) 0 formdller kullanarak
yazalim.
1y Sin(6, — 0,) + 1, Sin(6, —0,) + r3Sin(63—60,) =0 ... [1] Denklemi ¢ozebilmek igin

bir denklem daha bulalim. Bu sefer
K(03) G yok etmek icin o(6;) ile

¢arpalim.
a(63) *{ ru() + rpu(6;) + 73 .u\(_g3) + 7 M(Heﬁ) }=0
? ?
11 1(01) 0(03) + 13 1(63) 0(83) + 15 1(63) 0(63) + 14 14(0,) 0(63) =0
—— —— —— ——
Sin(e1' 83) Sin(ez' 63) 0 Sin(64- 93)
Tl Sln(@l - 93) + TZ Sln(92 - 93) + T4 5171(94 - 93) = 0 ......... [2]

1 ve 2 nolu denklemleri Sin(A-B) = SinA CosB - CosA SinB trigonometrik donlisim formiili ile acalim.

r, (Sin 8, Cos 8, — Cos 64 SinB,) + 1, (Sin6, Cos 6, — Cos 6, Sinf,) +1r; (Sin0; Cos 6,
—Cos 65 Sin6,) =0

1. Sin@, Cos 84, — 1y Cos 01 Sin 0y + 1, Sin 6, Cos 8, —1r,Co0s 0, Sin 0, + 13 Sin 83 Cos 0,
—1r3Cos 03 Sinf6, =0

40 Sin180 Cos 6, — 40 Cos 180 Sin 8, + 10 Sin 60 Cos 6, — 10 Cos 60 Sin 8, + 30 Sin 63 Cos 6,
—30Cos6;Sin6, =0

0+40Sin6, +8,66Cos 8, —5Sin6, +30Sin6; Cos O, —30Cos 03 Sinf, =0

Ayni islemleri 2 nolu denklem iginde yapalim.

11 (Sin 61 Cos 63 — Cos 01 Sin 03) + 1, (Sin 6, Cos 63 — Cos 0, Sin 63) + 1, (Sin 6, Cos 03
—Cos8,5in8,) =0
11 Sin @4 Cos 6853 — 1 Cos 8, SinB3 + 1, Sin 6, Cos 65 —r, Cos B, Sin 05 + 1, Sin 6, Cos 03
—13C050,Sin6; =0
40 Sin 180 Cos 085 — 40 Cos 180 Sin 63 + 10 Sin 60 Cos 83 — 10 Cos 60 Sin 83 + 25 Sin 0, Cos O3
—25Co0s6,Sinf6; =0
0+ 40 Sin 83 + 8,66 Cos 83 — 5 Sin 05 + 25 Sin 6, Cos 63 — 25 Cos 0, Sin6; =0

Ortaya cikan bu iki denklemi biraz daha formath gosterelim.
40 Sin 6, + 8,66 Cos 6, — 5 Sin 6, + 30 Sin 85 Cos 8, — 30 Cos 65 Sin6, =0
40 Sin 65 + 8,66 Cos 65 — 5 Sin B3 + 25 Sin 8, Cos 65 — 25 Cos 0, SinfB; =0

Sonug olarak denklemlerimiz asagidaki sekilde olacaktir.
35S8in 6, + 8,66 Cos 8, +30Sin 65 Cos 8, — 30 Cos 65 Sinf, =0
35 Sin 85 4+ 8,66 Cos 65 + 25 Cos 05 Sinf, —25Sin6;Cos 8, =0

3
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Bu iki denklem non-lineer bir denklem takimi oldugu icin analitik olarak bunu ¢6zemeyiz. Bilgisayar kullanarak
iteratif sekilde sayisal yontemlerle ¢6zebiliriz. Bunun igin sayisal yontemlerden Newton-Raphson metodunu
kullanarak 85 ve 6, acilarini bulmaya calisalim.

Burada 3 ve 4 nolu uzuvlarin A, B ve D noktalarindaki koordinatlari bilinmektedir. C noktasinin ise konumu
bilinmemektedir. C noktasi iki dairenin kesisim noktasi olacaktir. Dolayisi ile daire denklemlerinin ortak ¢6ziimu
ile de bu iki noktayi bulabiliriz. Bunu da ikinci ydontem olarak gosterelim.

1. Yontem: Newton Raphson yontemi (Teget yontemi) ile denklemin kéklerinin bulunmasi

Once ydntemi 6grenelim. Sekildeki gibi herhangi bir f(x) fonksiyonu oldugunu varsayalim. Bu fonksiyon x
eksenini bir cok noktadan kesebilir. x eksenini kesen bu noktalara fonksiyonun kokleri denir ve bizde bu noktalari
bulmaya calisacagiz. Bu noktalar fonksiyonu sifir yapan degerlerdir. Yani f(x)=y=0 olmaktadir.

Pozitif bolgedeki koki bulmaya calisalim. Bunun igin x; gibi bir nokta olarak tahmini bir deger alirsak ve bu
degeri f(x) de ve tlrevi olan f'(x) de yerine yazarsak her iki denklemde bizi y gibi bir degere gotirecektir. (Turev
denklemi o noktada fonksiyonun egimini gosteren dogrunun denklemi olur). Tiirevin x eksenini kestigi noktaya
X, dersek bu durumda ortaya ¢ikan Uggenin karsi kenari y olurken komsu kenari Ax olacaktir. Karsi kenarin
komsu kenara orani tiirev olacagina goére bu denklemden Ax gekersek ve x,=x;-Ax yerine yazdigimizda Newton-
Raphson denklemimizi bulmus oluruz. Simdi bu denklemleri topluca yazalim.

/ ') f(x) de x yerine x, yazarsak y yi buluruz.
) v fx=x) =1y
/ —\f\ ' (’7 Jx=x,)=y X, noktasinin oldugu noktada tlirev denklemini
/ N - yazarsak, karsi kenarin komusu kenara orani olacaktir.
: \ X5 goX,
\\\ //,/ J\ f’(x ) _ l _ f(xl)
i YT Ax T Ax
_ f(x1)
X ==
f'(x1)

Ote yandan x, degerini su sekilde yazabiliriz.
X, = x1 — Ax

Bu durumda bizi ¢oziime gotiren Newton denklemimiz su sekle dondsdr.
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_ f(x1)
2T TG

Bilgisayarla bu denklem takimini ¢dzerken iterasyonu durdurmak igin f(x)<€ gibi bir deger alabiliriz. Yada N adet

iterasyon sonra durdurmay! diislinebiliriz. Konuyu érnekleyerek pekistirelim.

Ornek: f(x) = x*-2x-2 fonksiyonunun koklerini Newton-Raphson ydntemi ile bulunuz.
f(x) = x*-2x-2
f'(x) = 2x-2

Baslangic degeri olarak x degerini tahmini olarak almamiz gerekiyor. Bu degeri belirlerken ¢ok fazla rastgele
olmamasi igin iki tane sayi belirleyip bunlarin fonksiyon isaretlerine bakabiliriz. Birinde f(x) fonksiyonu pozitif,
digerinde negatif cikiyorsa bu arada kok var demektir. Bunun icin x=0 ve x=5 sayilarini deneyelim. f(0)=0%-2.0-2=
-2 cikar. f(5)=5%-2.5-2=13 cikar. Boylece bura arada kék oldugundan emin olduk. Baslangic tahmini x degerini 3
alalim ve iterasyona baglayalim.

N x0 f(x)=x2-2x-2 f'(x)=2x-2 x1=x0-(f(x)/f'(x))
1 3 3%.2.3-2=1 2.3-2=4 3-1/4=2,75

2 2,75 0,0625 3,5 2,732142857
3 2,732142857 | 0,000318878 | 3,464285714 2,73205081

4 2,73205081 | 8,47268E-09 | 3,46410162 2,732050808

5 2,732050808 0 3,464101615 2,732050808

5. iterasyonda kok tam olarak bulunmustur. Yani f(x)=0 olmustur. Bu durumda denklemi sifir yapan deger(kok)
2,732050808 olmus olur.

Bu tir lineer olmayan denklem takimlarini ¢ézmek icin baska numerik metodlarda mevcuttur. Burada gerek
basit olmasi ve gerekse mekanizmalarin ¢6ziminde oldukca iyi sonug vermesi nedeni ile Newton-Raphson
metodu kullanilacaktir.

Newton Raphson algoritmasi cogu problemde sonuca hizlica yaklasan bir sonug verecektir. Ancak eger ilk tahmin
degeri olan x(0) degeri kdke yeteri kadar yakin degil ise, hata miktari olan € da eldeki probleme gore ¢ok kiicuk
secildi ise, veya ¢ozilmesi istenilen problemde F(x) fonksiyonu ve tiirevleri diizglin ve yumusak bir davranis
gostermiyorlarsa, ¢6ziim bulunamiyabilir. Bazi durumlarda bulunan ¢6ziim aranilan ¢6ziim olmayabilir (lineer
olmayan denklemlerde F(x)=0 denklemini saglayan bircok kok olabilir). Asagidaki sekillerde yontem kokleri
bulamamaktadir.



Karabiik Universitesi, MUNeNdislik FAKUILESI...........coveveveveeeeerereteeeeeieeeetesetetesesesesesessesssesesesesssessssssssesesesesesesensnnas www.lbrahimCayiroglu.com

‘ v!_l/; W T N
/ i i

i1
Bulunun kok

a) Bir koke yaklagma-yakinsama b) Baska bir koke yakinsama

F(x) F(x)
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¢) Bir kikden uzaklasma-iraksama d) Bir yerel minimuma yakinsama



