BU NOTLAR DUZENLENECEK. (Diizenleyemesem de sorumlugunuz devam edecek)

6.5 Alan Atalet Momenti

Eksene Gore:

I = j_v'dA :
| e

I = jxldzi. r=x+y I

' C AN
I = j.f'zt’izi'. Polar atalet momenti j k ‘ /"

: s
I= j{.ﬁ +yH)dd= szdA+ jyldA=Ix +1, - *
Alan atalet momenti gz dniine alinan eksene glre

A alanmin dagiliminin Sleiimii olup, alanin sabit bir 6zelligidir.

Boyutu: (uzakligm)* =|4 = m* dir.(SI)

Gercek cisimler icin atalet momenti KUTLE atalet momenti olarak hesaplanir.
Kiitlenin sézkonusu eksene gore dagilimmm &lciimiidiir. EKSENE GORE KUTLE
ATALET MOMENTI:
a, =ra =ro=rf
ZF=ma —F =ma,

F,=radm bulunur. Bunun OO ne gore

momenti (v & dm) = r atdm dir.

Bu tiir kuvvetlerin toplam momenti katt

Cismin tiim noktalar: icin
jrza.'dm integrali ile hesaplanur.

NOT: E, = mro’ nin OO’ ne gére momenti SIFIRDIR.



My = F’E(I(fIJIZ(IJJ’E(fHL o tek

J;~1dm =1 ile gosterilir. Ve OO’ eksenine gdre m Kkiitlesinin KUTLE ATALET
MOMENT!I adim alir.

il . - " - " - . "
I= jr‘dr:? . cismin o acisal ivinesine karsi direncini temsil eder.

P vogunluk

= J‘r dm = Il‘(ph?}) V' : Hacim

I=p J-rlﬂ'V o =sabit 1se..Aksi halde integral icerisinde kalir.

6.6 Atalet Yaricap: (Radius Of Gyration)

A alanimin x ekseninden uzakligi k_
olan ince bir seride sikistiralim.

I =k_A yazilir. ky'e A alammin X
eksenine gére atalet yaricap: denir.




NOT: A alanmmn gdz Oniine alman eksene gére dagilimmmn Glelimiinii ATALET

YARICAPI olarak tammlariz.

Indisi atarsak: m kiitlesinin bir eksene gére atalet yaricapi

I 14
k= ||— veya I=k"m dir.
m

NOT: A alanmn G kiitle merkezinin X. ¥ veya X..¥, koordinatlar ile atalet yaricap1

karistinnlmamalidir.

—2 . e
¥ . A alanimin elemanlarinin x eksenine olan uzakliklarinin ortalmasinin karesidir.

k’ise elemanlann x eksenine olan uzakliklarmin karelerinin ortalamasidr

Yani I, # A¥ (Ortalamanin karesi, karelerin ortalamasmdan daha kiiciik)

6.7 Alan Atalet Momentinin Nakli (Transfer Of Axes)

Kiitle merkezinden gecen bir eksene gore bir cismin atalet momenti biliniyorsa.

paralel bir eksene gbre atalet momentinin bulunmasi. Sekildeki iki paralele ekseni

alalim.



I=|ridm.
2_ .2 g2
ro=r"~+d +2rdcosé

I= J(rf +d* +2r,dcos@)dm

I= _[rfdm +d* ja’m +2d jrﬂ cos@dm
I=\rydm+d m+2d |mdm

I =T +md* + 0 (Kiitle merkezinin u koordinat1 sifirdir)
I=1 +md’

I.=1 +md; = f} —I—mdf vel =1 +md. yazlr.
Diizlemsel harekette donme. diizleme dik bir eksen etrafinda olur. Bu nedenle kiitle

atalet momentini I = jrzdm seklinde bir tek sembol ile gdsteririz. Ve eger levha x.y

I_= jrfdn:-' = J‘{y2 +27)dm
I, = jrfdm = j{:Jr2 +z))dm

I_= jrfdm = j{:r:2 +37)dm

Kiitle atalet momenti ile Alan atalet momenti arasmdaki benzerlik:
1= [ridm= |1} (ptdA)
I =pt[rZdd=p,

I

z

Kiitle atalet momenti birim alamn kiitlesi ile J_ polar atalet momentinin ¢arpimina

esittir. Benzer olarak



I.=ptI vel = pt I eldeedilr.

Birim Birim
alamn Alanm
kiitlesi Kiitlasi

Cift indis plakanmin kiitle atalet momentini ve tek indis plakamn AT AN atalet

momentini temsil ediyor.

NOT: Alan Atalet momentinde I_ =7 _+1  idi.

Kiitle atalet momenti icin

I +I =ptl +ptl =pt(I +1)=ptl =1I_

I =I_+1I_ NOT:Bubazmnt t kahnhfinm veya z koordinatlannin x ve y
nin yaninda kiigtik olmasi halinde gecerlidir.

Bu bagmnti1 dz kalmhfindaki levha icin diferansiyel kiitle elemam ile ilgilenildigi

zaman yararldir.

dI.=dI  +dI,  Seklinde uygulanr.

Problem 6.1: Sekildeki alanmn x;x; ve yyy; eksenlerine gore atalet momentlerini

bulunuz.
V1 AY
Coziim: 4
G kiitle merkezinden gecen X.y ye gore: I I d dAZE]d}-'
}."

X'e gore kesit alir. I = jdfx

X

X bi2 N b
I, = j}"'dﬂ = j yady G
~b/2

I _a}:j '::i'l B ab3 a 'Xl
SRERINE X ga=bdx

2 b’

_an -a'2 12

Ayniislemler I ve I icin farkli smirlarla kullanilr.



Problem 6.3: Sekildeki kanal kesitinin x ve y eksenlerine gére atalet momentini elde

ediniz.
T [ . . ; :I'II'I. ‘l}rlz
Coziim: A alani icin I kiitle merkezinden gecen v
: | a |
o r 7 1 .
eksene gdre atalet momentidir. Buna kisaca O R S
. ) . T e T
-~ - e
merkezi atalet momenti de denir. = . | By
B alanlar I=1_ + Ad" gecerlidir. o =y
d A
— 2 b laay
Iy =Ly +(ad)(b+) .: :
A -—w.:ﬂ 4
ddy” f d .
xI

Biitiin kanalin x eksenine gore atalet momenti

I =1, +2I; yazilir.

Aym Iy momentini kanal kesitinin alam

C'=a(2d +2D) dikdértgeninden alam1 D=c(2b) olan dikdértgenin  kesilip
cikarilmasi ile de elde ederiz. x ekseni bu iki dikddrtgen icin de merkezi eksen
oldugundan paralel eksen teoremine gore I =1 .-I  yazili. Bu yol daha kolaydir.

2

[ (ab)| b+

1
s,

hesabima gerek kalmaz]

b | =

A
[ ]
|
I; nin hesabmda her parca icin paralel eksen teoremini kullanmak gereklidir. Bu
nedenle parca sayisin minimumda tutmak yararhidir. Alani1 ¢ =a(2b+2d). D=a(2b)
\11

olan parcalarda hesap yaptlusa I, =1, +a(2b+ Ed}[ e+g | +1p+c(2b)(e+d +%)1

Fi

glde edilir.



Problem 6.4: ab dikdortgeninin ¥;. vy ve X, v, eksenlerine gére atalet momentlerini

bulunuz.
Coziim:
I, =1 +Ad’ g
p 2
B’ {b}:"ﬁ‘
I, =—n +(ab)| —
12 b))
1. Chrmsk
1 a1
le_Eab +1ﬁ'b b
1
I, ==ab’

- '|
I,=1 +4d’=Lpa +(nb)| a)
o 12 2,
L Ok
1 3 1 3 1 3
I,=—ab+—a’b=—>ba bulunur.
"1 4 3
3 b
I, =1 +4d* =1—ab +(nb)| :;
1 b dab’ 1
I,=—ab’ +a—= D _
T 12 4 12 3
) H\IIE
I,=1I +A4d’ —l—ba +(ab)| =~
1
I,=—ba
23

NOT: Kiitle merkezinden esit uzaklikta olan paralel dogrulara gére atalet momentleri

a’'L

X

W

I"HI*...'I

X

a

esittir. Clinkii hesaplarda uzakhgm karesi yer alir.



Problem 6.5: Omek problem 3 deki kanal kesitinin x. x” ve v eksenlerine gore atalet
momentlerini a=10 cm b=9 cm. d=2 cm. e=4 cm icin hesaplayumz. Ayrica Jp polar

atalet momentini bulunuz.

A ¥1 v
Coziim: A ve B parcalarnin merkezlerinden k r i
gecen eksenlere gore atalet momentlerini I ve ‘: - B ~3-
I ile gosterelim. > s v | 9By
I, =1, +AdA; +2(I5 + 4:d3) © n S
1= L}(zb)}d +(2bd)(0) + R L
\2 L4 .

1—d3a+(ad)| b+ '

Iqlﬂl.

=—(J_x8} (2)+0+2

X 1-}

(") (10)+(10)(2

I =683cm* +2(6.7+1620) cm* =3936 cm®
I =I,+Ad4, +2(I; +A4d;)
+ 2 |

;j_:%{:h)d3+(zbd)\' e+£}} 2 %da3+nd{e+ar): |

I = %{16}(2)3 +2(8%X2)(4+1)* +2 %{2){1{})3 +(10)(2

I, =4384cm*
2 2
=1, +tAd, +1.+Ady +1g.

I.= 1%{16:}3 (2)+(16)(2)(8+1) +1i?(1{})(2)3 +

(10)(2)(16+2)° +é(m}(z}3

I, =9768 cm®
Jo=1I,+I, =3936+4384=8320cm’



Problem 7: Sekildeki cismin asal atalet momentlerini hesaplayimz. Asal atalet

eksenlerini belirleyiniz.

Coziim:

X ve vy eksenlerine gére I ve I yi hesaplayalim.

Ix = le + Ix?

1 )
I = F(ID em)(1en’ )+ (10cm”)(0.5¢m’™)

1 .
3 (lem)(11em)’ +(11em™)(6.5cm)*

I.=579cm’

Her alanmin merkezsel ekseni simetri ekseni

Oldugundan, her alanin merkezi eksenlere

gore atalet carpant sifirdr.

T
¥ 1 em
Ar| 12em
-Al lem x
0 =
I =I,+1,

1
I = - (10cm)’ (1cm)

+(10em™)(0.5¢m)’

I =337cm’

Problem 9: m kiitleli. r yvaricapl dik silindirin O-O eksenine gére atalet momentini ve

atalet yaricapin bulunuz.

Coziim:
Kiitle elemam
pdv = ptr,dr,dé
£ = vogunluk
Ioo=1I= jffdm
nr rr

I= j jr.:,z (ptr,)dr,d8 = pt j j}tf dr,d@d
00 00

oAy 4
7 _pirr 1 B
?] = —T(p)‘n )ia

Y A0 = =

I=pt2rx

1
I= 7mr2 cevap

i




=— cevap

Atalet yaricapt k = \/E k=
m

Agirlik kuvvetlerinin bileskelerine cismin agirhigi, ve
bu kuvvetlerinin bileskesinin tatbik noktasina cismin
agirhk merkezi denir. Diinyanin kati bir cisme tatbik
ettigi yer cekim kuvvetleri diinyanin merkezine
yoneliktir. Bu kuvvetleri cok blytk bir yaklasikla
paralel kuvvetler olarak ele alinabilir. Mihendislikte
bir cisme uygulanan agirlik kuvvetlerinin veya bazi
sebeplerle tatbik edilen kuvvetlerin bileskesinin tatbik
noktalarinin bilinmesi gerekmektedir.

W = AW, + AW, +....... +.AW, %

S0 /gw

Sekil 5.1 Agirlik kuvvetleri z




Eksenlere gére momentleri yazalim ;
X.7.LAA = y.thl.Al
i=1
= 7.t (XA + XA, +...... + X..A,)

XA=D x4 = X A + XA+ + X..A
i=1

Kiitle Merkezi;

1 | 1
X = —|[x.d4 benzer sekilde y = gjy..dfi




S,=[vda S, =[xdd

Burada jx.dA ‘va alanin y eksenine goére statik momenti
veya y eksenine gdre birinci momenti
denir.

J'y.dA da alanin x eksenine gdre statik momenti yada
birinci momentidir.

5.2 BIRLESIK ALANLARIN AGIRLIK
MERKEZI

Y,
. Gy = (X, Y1)
A, A,ZGZ G,=(X,Y2)
5 Gy =(X3,Y3)




A=A +A + A
XA =X, A+ X% A, + X3 A

n
. XA,
— xl‘4‘l + X2‘42 + ‘X3A3 ; !

X y Sy
> 4
i=1
J”'Af
_ A+ v,4, + v, _ EZ=1: !
A S
i=1
Agirlik merkezinin koordinatlarini bulunuz.
4 A XA
& X =
vk A
6cm| i 1(12)+4.(16) 76
| eam | (12)+446) 76 _, ;e
1 N 28 28
R Zcm w4,
8 cm T B I
5.(12)+1.(16) 76
(9+109 _76_ 5 71em

28 28




Tarali alanin agirlik merkezinin integral ifadesi;

_ jxgdA
A
L dA

y = j};

INncn J.«

Taral alanin agirhk merkezinin bulunmasi,




4 = jdA. burada d4 = vydx

2 t X
Y }'=bcosn—: - ijK - jbCOSng
0 0
b / 2a . mx| 2ab[  m
dA = b| —smm— | = [5111——31110}
s 2a|, =« 2
Vs A 2ab
X T

0 7
—X— [—dx a

a

v4 = [ydd = [y,(vdy = jl?’(m} = %f;ﬁ dx
0= 0

0

1 a R 2 . a 2
= — b‘coszde = b—[i + ismﬁ} = b— E+0 — (0+0)
2 2a 2102 2 a | 2 ' .




0

a 2 432 23
=Db Ixco%d}i = b{ﬁ,co& + ZaxsinEI = b{jlﬂ—l) + [3—0)}
0

T 2a T 2a T T
_ 4ﬂ_2b['f 1}
© \2

Dikdértgenin agirlik merkezini integral yardimiyla bulunmash‘

V. y.A :jyg.dA
Vb :b.hz
o 2
) dy  ybh=[ybhdy
Yg h
L_b_4 Y= ? L
y.b.




b
x.b.h =jx.d,4 dA = h.dx

0p

x.b.h =Ix.h..dx
0
2P
x.b.h=h2

2 0
»X h
X =—
2

Ucgenin agirlik merkezini integral yardimiyla bulunmasi,

Y s

dA = x.dv




bh ¢+ b
y — v.—(h — v).dy
{, —(h = y)d

b h
. _ _ 2
Y = !(hy v ).dy

5.5 DONEL CISIMLER ( PAPPUS
GULDIN TEOREMLERI)

Teorem.1: Bir dizlem egrinin kendi dlzlemi icinde fakat
kendini kesmeyen bir eksen etrafinda donddrtlmesiyle
olusan donel ylzeyin alani egrinin uzunluguyla dénme
sirasinda agirhk merkezinin kat ettigi yolun carpimina esittir.

A = 2nyglL
dA = 2nygdL

A =2nfy,dL




Yarim ¢ember yayindan kire ylzey alaninin elde edilmesi

A= 2n£.n.r
- 3T
-
Q; l X A = §‘ﬂ:.r2
3

Egik bir dogrunun x ekseni etrafinda dénddrtlmesi ile
koni ylzey alaninin hesabi

A=2n."7 (koni)




Cemberden tor ylizey alaninin hesabi

/r |
g

R A=2r.2nR  (tor)

»X
FQ; o A= 4n2.rR

X eksenine paralel bir dogrudan silindir ylzey alaninin
elde edilmesi

A =2n.r.h  (silindir)




Teorem.2 : Dizlem bir ylizeyin kendi diizlemi icinde,
fakat kendini kesmeyen bir eksen etrafinda
dondurilmesiyle olusan ddnel cismin hacmi, ylzeyin
alaniyla dénme sirasinda yuzeyin agirlik merkezinin kat
ettigi yolun carpimina esittir.

V = 2nygA
dV = 2nygl
V = 2r | ,d4

Yarim daireden kirenin hacminin hesabi

. L2
@\ V =2 :—;.’T;‘ ( kiire )
’QE y X
V= 4.7
. X 3




h

Dikdértgenden dolu silindirin hacminin hesabi

[

Dolu daireden R yaricapli torun hacminin hesaplanmasi

V =2n.R.m.r2

V =2n2.r2.R




Tarali alanin agirlik merkezinin koordinatlarini hesaplayiniz.

y2t:m

|

20 cm

D |2

12cm | X
|

Y. 2cm
B — A .x, +4,x, 40.1+24.8
] V vV — 1 1 2 2 — — ’1\ 5¢
/% X y ” 3.625cm
20 cm %/ 7= A,._Zl :iz.yz _ 40.106: 24.1 _ 6.625cm
A A+ 4, )
,6.cm
Vi [2em
L prem oy X
3,6 cm




Y
‘L 50 mm H mm

0

10 ﬂm% 50 mm J

Tarali alanin agirlhik merkezinin
koordinatlarini hesaplayiniz.

110 mm
100 mm

110 mm
X

Y

o_ %A nd x4 30.(60.10)+55.(10.100) +80.(10.60)

=55 mm

A +A4,+4

_ VA + v, A+ v A, _ 1

15.(60.10) + 60.(10.100) + 5.(10.60)

600+1000+ 600

=60 mm

A+ A4, + A4,

600 + 1000 + 600




Tarali alanin agirhk merkezinin
koordinatlarini hesaplayiniz.

X y A Ax Ay
1 3 7 20 60 140
2 5 1 20 100 120

Toplam 40 160 160

— x4 +x.A4. 160 —

= i T YAy = x=4 cm
A, + A, 40

—_ 3 4;1 —+ Fﬂjj} 160 -

y=2 Tl = y=4cm

4, + 4, 40




